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Abstract

Ziel dieses Versuchs ist die Bestimmung der Innenwiderstdnde eines gegebenen
Strom- und Spannungsmessers. Dies wird durch eine Schaltung erreicht, die fir die
Spannungsmessung einen Spannungsteiler mit einem variablen Widerstand und fiir
die Strommessung eine Parallelschaltung aus Amperemeter und Regelwiderstand
erzeugt. Bei konstanter Strom- bzw. Spannungsversorgung lasst sich dann aus den
Spannungs-/Stromverdnderungen in Abhéngigkeit von der Verdnderung des Wider-
stands der Innenwiderstand berechnen.
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1. Messwerte

1.1. Innenwiderstand des Spannungsmessgerats

Fiir die vom Voltmeter angezeigte Spannung gilt bei konstanter Betriebsspannung
Ug, einem Regelwiderstand Ry und einem Innenwiderstand von Ry nun

11 Ry 1 (1)
Ur U Ry Us
Dieser Zusammenhang ergibt sich aus der Betrachtung des Spannungsmessers mit
einem Ersatzschaltbild, sodass er sich aus einem Widerstand und einem idealen
Spannungsmesser zusammensetzt. Dadurch ergibt sich ein Spannungsteiler - die
gemessene Spannung entspricht dem Spannungsabfall iiber dem Innenwiderstand.

Rx k] 0 3 ) 8 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 74 100

Uy [V] 20 179 168 151 142 125 11 10 9 82 75 71 66 61 5 4

Tab. 1: Messwerte fiir die Spannung in V in Abhéngigkeit vom Regelwiderstand Rx in k2

Demzufolge ist ﬁ linear von Rx abhéngig. Diese Abhangigkeit lasst sich li-

near fitten und liefert zwei Parameter a; und as. Das Inverse von a; liefert das
Produkt aus der Betriebsspannung und dem Innenwiderstand, wiahrend das Inver-
se von as die Betriebsspannung ergibt. Als Messungenauigkeit wurde dabei von
AUy = 0,7V ausgegangen - allerdings geht hier hauptséchlich der Anzeigefehler
von 2,5%-25V = 0,62V ein, da der Ablesefehler (auf 0,2V abgeschétzt) demgegen-
iiber fast zu vernachléssigen ist. Diese Ungenauigkeit muss noch durch Anwendung
der gauflschen Fehlerfortpflanzung umgerechnet werden, da ﬁ(RX) gefittet wird.
Es ergibt sich offensichtlich

ATy, = 2. ATy 2)

Uy,

Der nachfolgende Fit der Messwerte in Tabelle 1 wurde mit der Matlab-Function
chisqlinfit! erstellt. Aus den Fitparametern ergibt sich mit der oben genannten
Beziehung;:

Ry = = 24,4k

a, - Up

Mithilfe der Gaufischen Fehlerfortpflanzung lasst sich nun auch die Unsicherheit
des Innenwiderstands des Voltmeters berechnen:

1) 1)
ARy = || — -Aa}+ | - AU
v J( a%-UB> a1+< al-U§> B

'Quellcode auf http://people.physik.hu-berlin.de/~pfitzseb/matlab.html und im Anhang



http://people.physik.hu-berlin.de/~pfitzseb/matlab.html
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Abb. 1: Linearisierte Darstellung der Spannung in Abhéngigkeit vom Widerstand

Als Gesamtergebnis ergibt sich also
Ry = (24 £ 1)kQ (3)

Aus dem Inversen von ay ergibt sich fiir die Betriebsspannung Ug,,, = (20,1£0,6)V.
Dieser Wert stimmt gut mit dem angezeigten Wert von Ug,, . = (20,0 £0,1)V
iiberein und bestatigt damit also den Fit.

1.2. Innenwiderstand des Strommessgerats

Die im Skript dargestellte Schaltung sorgt dafiir, dass der Strom I in Abhéngigkeit
vom Verhéltnis der Widerstande auf das Amperemeter und den Regelwiderstand
aufgeteilt wird, also folgende Beziehung gilt (mit Ry als Regelwiderstand, R4 als
Innenwiderstand und Ix und 7,4 als den zugehorigen Strémen):

1 1 Ra 1
I 2 S 4
L L R 1o (4)

Es lasst sich also offensichtlich wiederum ein linearer Fit der Form i(i) aus

den Daten in Tabelle 2 erstellen. Auch hier muss die Unsicherheit der gemessenen
Stromstéarke dhnlich wie in Gleichung (2) umgerechnet werden:

. 1
ALy, = — - Aly (5)
I,

1
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Tab. 2: Messwerte fiir den Strom in pA in Abhédngigkeit vom Regelwiderstand Rx in k{2

AT, wird mit 311A abgeschéitzt, denn das Messgerédt hat eine Anzeigegenauigkeit
von 1,5% - 100 pA, zu dem noch eine Ableseungenauigkeit in der gleichen Grofien-
ordnung dazukommt. Die pythagoreische Addition liefert dann den obengenannten
Wert. Der Fit mit chisqlinfit liefert nun ebenfalls zwei Paramter b; und by. Aus
by lasst sich nun ohne weiteres der Innenwiderstand R4 berechnen, das Inverse von
by ist die Quellstromstéarke. Fiir die Berechnung von R4 und seine Ungenauigkeit
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Abb. 2: Linearisierte Darstellung des Stroms in Abhéngigkeit vom Regelwiderstand

aus by ergeben sich folgende Beziehungen:
RA = bl . [0
ARy = \/(Io - Aby)? + (by - AL)?

Die Quellstromstéarke entspricht hier dem in der Tabelle 2 fir einen unendlichen
Widerstand eingetragenen Strom. Auflerdem lésst sie sich auch aus dem Parameter
by des Fits ableiten, aus dem sie sich zu (96 £+ 2)pA ergibt, was auch diesen Fit
bestétigt. Al entspricht also der aus dem Fit ermittelten Unsicherheit und wird
als konstant angenommen, da der vorgeschaltete Widerstand R die Last so gering



halt, dass die Spannungsquelle innerhalb ihrer Spezifikationen betrieben wird und
damit als Konstantstromquelle angesehen werden kann. Fiir den Innenwiderstand
und seiner Unsicherheit ergibt sich nach der Rechnung folgender Wert

Ru = (1,12 40,05k

2. Auswertung

Die durchgefiihrten Fits fithren - wie die oben durchgefiihrten Rechnungen bzgl.
des zweiten Parameters bestétigen - auf realistische Werte. Allerdings sind die %‘
Werte auflerst klein, denn ein Wert von 1 ist der Erwartungswert dieser mit der
Anzahl der Freiheitsgrade normierten Chi-Quadrat-Verteilung. Solch ein kleiner
Wert deutet auf zu grofl gewéhlte Unsicherheiten der Messgrofle hin. Allerdings
miissten diese um eine Groflenordnung kleiner sein um ein DX—OZF nahe 1 zu erzeugen,
was sich aus dem Experiment aber nicht ableiten lasst.

Die Unsicherheiten des Regelwiderstands Ry wurden als vernachléssigbar klein
angenommen, da der Fehler eines Dekadenwiderstands laut blauem Skript bei
AR = 0,02Q 4+ 0,0003 - R liegt, was fur einen Widerstand von 10k{2 eine Un-
sicherheit von 3 () zur Folge hat. Die Messgerate haben andererseits - relativ zum
Messwert - eine um zwei Groflenordnungen groflere Ungenauigkeit, sodass obige
Annahme gerechtfertigt erscheint.

Die Korrelation der Fitparameter wurde bei den Fehlerrechnungen nicht be-
riicksichtigt, da ihr Einfluss in der Wurzel der gauflschen Fehlerrechnung in der
GroBenordnung von 107° liegt und ist damit mehrere GréBenordnungen kleiner als
die anderen Terme, die bei 107 (Innenwiderstand des Amperemeters) bzw. 10°
(Innenwiderstand des Voltmeters).

Bei der Strommessung sorgt der vorgeschaltete Widerstand R dafiir, dass die
Last nicht - im Rahmen des Innenwiderstands der Spannungsquelle - beliebig hoch
werden kann und damit ein nahezu konstanter Quellstrom gewahrleistet werden
kann. Wird dieser Widerstand zu klein gewahlt und eine Messung bei einem gerin-
gen Widerstand Ry durchgefiihrt, so ist es durchaus moglich, dass die Stromstéarke
Iy sich verandert und der Messwert demzufolge nicht zu gebrauchen ist. Demzu-
folge ist Ry mit 200 k€2 sehr gro gewéhlt, so dass die maximalen ~ 100k(2 die
Last nicht mehr stark verandern und der Strom sich somit kaum verdndert. Dies
erlaubt es, diese Spannungsquelle hier als Konstantstromquelle zu betrachten.

Die im Experiment verwendeten Schaltungen kénnen auch zur Messbereichser-
weiterung dienen, wenn der Innenwiderstand des jeweiligen Messgeréats bekannt ist.
Ist beispielsweise der in Reihe (Spannungsmessung) bzw. parallel (Strommessung)
geschaltete Widerstand genauso grof§ wie der Innenwiderstand des Messgerats,
wird der Messbereich verdoppelt. Bei der Reihenschaltung féllt iiber beiden Wi-
derstanden die gleiche Spannung ab, so dass das doppelte der Eingangsspannung
gemessen werden kann, wahrend bei der Strommessung sowohl das Messgerit als
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auch der parallel geschaltete Widerstand vom gleichen Strom durchflossen werden,
was die gleiche Messbereichserweiterung zur Folge hat.

A. chisqlinfit

function [ p, err_o, chisgdof, res, kov ] = chisqglinfit( x, y, err, fun )
$CHISQLINFIT Fits function (linear in parameter) to data by minimizing Chi~2

[ p, err_o, chisgdof, res, kov ] = chisglinfit( x, y, err, fun )
INPUT

x — vector of independent variable.
y — vector of dependent variable.

err — vector of error of y. If shorter than x, last known error will be
used for all following data.
fun — anonymous function ( e.g. @(q,x) g(l)*x+g(2)... ). g will be

optimized so that the sum of weighted residues is minimal.
Must be linear in g.
As long as I don't optimize the recognition: Only use a function
of the form <param>*<expr>+<p2>*<expr>.
Syntax is important!
Examples:
DO: Q(g,x) g(l)*«1+g(2)*(x+1)."2+q(3)*x."4
@ (param, x) param(l) xx+param(2) «1
DON'T: Q(g,x) g(l)+*x."2xg(2)
@(x,q) g(l)/x*q(2)+5

OUTPUT
p — vector of optimized parameters

chisgof — minimized Chi”~2/DoF
err_o — uncertainty of fitted parameters

res — residues, vector of same length as x,y,err
kov — covariance—matrix, for determining the correlation of the
parameters
EXAMPLE

fun=Q(a,x) a(l)*l—a(2)*(x+2)."2+a(3)*x."3;
g=10;

x=1:.1:q;

g=length (%) ;

yva=fun ([40 5 2 ],x);

y=yatrandn (l,q) *5;

err=5;

o°

define anonymous function

o\

set steps

generate data
wiggle a little
define error

o0 o° o0 o o° O A% O A A O A O A AN A A O A O O AN A A N A N A AN O A A A A A N A A O O o° o o

o0 o oP



46 % [p, err_o, chi, res, kov]=chisqglinfit (x,vy,err,fun); $fit
47 %

48 %

49 % AUTHOR

50 %

51 % Sebastian Pfitzner

52 % pfitzseb @ physik . hu — berlin . de
53 % last updated: 7.11.2013

54 %

55 %

56 % THANKS TO

57 %

58 % Jannick Weisshaupt, Franziska Flegel
59

o\
o\

60 erster Input—Check
61 if nargin < 4

62 error ('Not enough input!')
63 end

64

65 %% x und y berichtigen

66 1f length (x)<length (y)

67 y=y(l:length(x));

68 warning ('y—data too long. Discarding additional wvalues.')
69 elseif length(x)>length(y)

70 x=x(l:1length(y));

71 warning ('x—data too long. Discarding additional values.')
72 end

73

74 1if length (x)~=length (y)

75 error ('X and Y are not of equal length!")

76 end

77

)

78 % X, y, err als Vektor in gleicher Richtung zusammenbauen
79

80 [al, bl]=size (x);
81 if al<bl,

82 x=x"';

83 end

84

85 [al, bll=size(y);
86 1f al<bl,

87 y=y';

88 end

89

90 [al, bl]=size(err);
91 if al<bl,

92 err=err';

93 end

94

o\®
o\

95 Fehlerangaben berichtigen
96 1if length(err)<length (y)

97 disp([' [f]—> length(err)<length(y), filling undefined errors with '...
98 'last known uncertainty.'])
99 err (end:length(y))=err (end);



100 elseif length (err)>length (y)

101 disp(' [f]—> length(err)>length(y), ignoring additional errors.')
102 err=err (l:length(y));

103 end

104

105 1f any(err==0)

106 warning (' [f]—> err_i = 0 found. Replacing with err_i=sqgrt(y_1i).")
107 ind=find(err==0);

108 err (ind)=sqgrt (y (ind)) ;

109 end

110

111 [al, bll=size(err);
112 if al<bil,

113 err=err';

114 end

115

116 % Input verarbeiten, DoF berechnen, Funktion splitten ——m

o0 o

117 ziemlich optimierungsbeduerftig

118

119 fstr=func2str (fun);

120 param=tabulate (regexp (fstr, '\w+', 'match'));

121 % nach Parametern und Variablen suchen

122 mat=tabulate (regexp (fstr, [param{1l,1} "\ (\d+\)'], 'match'));
123 var=param{2,1};

124 par=param{l,1l};

125 pc=length(mat (:,1));

126 fstrcut=fstr (regexp(fstr,')')+l:end);

127 funmatstr=regexp (fstrcut, [par '\ (\d+\)\W'], "split");

128 % in einzelne Funktionen splitten
1290 funmatstr=funmatstr (2:end);

130 dof=length (x)—pc—1; % Freiheitsgrade

131 [m, ~]=size (mat);

132 funmat=cell (1,m);
133 for i=1l:length (funmatstr)

134 funmatstr{i}=regexprep (funmatstr{i}, '+S$[—-$', '");

135 % +/— am Ende entfernen
136 funmatstr{i}=regexprep (funmatstr{i}, '+S$[—$', '");

137 funmatstrinner=regexprep (funmatstr{i}, [param{1l,1} "\ (\d+\)']1,"'");

138 % Parameter entfernen
139 if isempty (funmatstrinner)

140 funmatstrinner="x./x"; % nicht x—abhaengige Funktion bauen

141 end

142 funmatstr{i}=['Q@ (' var ')' funmatstrinner];

143 funmat {i}=str2func (funmatstr{i});% Liste mit einzelnen Funktionen bauen
144 end

145

146 %% Lineares Fitten

147

148 H=ones (m, length (x)); % init

149 for i=l:m % Matrix mit Loesungen der Gleichungen fuer alle x fuellen
150 H(i, :)=funmat{i} (x);

151 end

152 H=H'; % transponieren

153



154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180

o

V=diag(err,0)."2; Diagonalmatrix mit Unsicherheiten der y fuellen
U=H"~* (V\H) ;
U=U\eye (size (U));
p=Ux (H'* (V\y));
kov=U;

Kovarianz—Matrix
invertieren
Loesen des Gleichungssystems fuer die Parameter

o o o

err_o=sqrt (diag(kov));
chisqgqdof=chi2 (x,y,err, fun,p)/dof; % Chi”~2 berechnen

res=y—fun(p, x); % Residuen berechnen

if chisgdof>5

errmsg=[' [f]—> Fit failed. Adjust start points or function! Chi”2/DoF="'...

num2str (chisgdof) ];
warning (errmsgqg)
elseif chisqgdof<0.1
errmsg=[' [f]—> Adjust errors! Chi”2/DoF=' num2str (chisqgdof) ];
warning (errmsgqg)
end
end

o\
o\°

Hilfsfunktionen

function [chi] = chi2 (x,y,err, fun,p)
chi=sum( ((fun(p,x)—y)./err)."2 );
end
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